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Аннотация. В статье прямым методом доказаны две тауберовы теоремы для хвостов 

функций распределения неотрицательных дискретных и непрерывных случайных величин в 
предположении правильного изменения хвостов. Первая из них относится к производящим 
функциям, а вторая – к преобразованиям Лапласа-Стильтеса. Вторая теорема ранее была 
установлена К.Ньюэлсом непрямым методом обращения к теоремам сходимости к 
устойчивым законам. 

Ключевые слова: предельные теоремы; теория вероятностей; теория массового 
обслуживания; медленно меняющиеся функции; тауберовы теоремы.  

 
Введение. Правильно меняющиеся функции находят широкое применение в теории 

вероятностей [1-2], особенно в предельных теоремах теории массового обслуживания [3-9]. 

Определение. Измеримая на )(0,+ R  функция 0(t) R  правильно меняется 

при +t  с показателем ),+(- 1 R , если она представима в виде 

)((t) tLtR  
,  

 Rt ,    (1) 

где д л я  любого
 Rx  

1))(/)((lim 


tLxtL
t

.     (2) 

Функцию )(tL  называют медленно меняющейся при +t . В дальнейшем буква L  

используется для обозначения медленного изменения. 
К основным методам анализа правильно меняющихся мер в теории вероятностей 

относятся тауберовы теоремы с правильным изменением. Первая такая теорема доказана 
И.Караматой [10]. 

Пусть W - мера на )0,+[  , и существует 






0

s- )(e )( xdWs x , 0s . 

Теорема Караматы. Д л я  +0   соотношения 

)/1( ~)( - sLss  , 0s      (3) 

и 
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)( 
)1(

1
~)( xLxxW 






, x , 

где )( – гамма-функция Эйлера, эквивалентны. 

Более того, если W  имеет монотонную производную w , то соотношения (3) 
и 

)( 
)(

1
~)( 1 xLxxw 





, x     (4) 

при  0  эквивалентны,   

Здесь )(~)( tgtf , at  , если 1))(/)((lim 


tgtf
at

. 

Приведем аналог второй части теоремы Караматы для дискретных мер (см. [2], с. 503-
504). 

Пусть 0sp  и ряд 



0

)(
s

s
s zpzF  сходится при 10  z . Если }{ sp  монотонна 

и  0 , то соотношения эквивалентны 













z
L

-z
F(z)~

ρ 1

1

)1(

1
, 1z      (5) 

и 

)(
)(

1
~ 1 nLnps 





, n     (6) 

 
Теорема Караматы дала всплеск исследованиям по хвостам функций распределения 

(ФР). Множество тауберовых теорем для хвостов ФР получено в [11] непрямым методом 
обращения к предельным теоремам сходимости к устойчивым законам. 

В настоящей работе предлагается прямой способ доказательства двух таких тауберовых 
теорем, одна из которых сформулирована в [11]. 

Результаты. Пусть 0 – целочисленная СВ с распределением )}({ sνPps   и с 

производящей функцией вероятностей (ПФВ) 





0

)(
s

s
s zpMzzF 

, 10  z , 

где M - знак математического ожидания, а 





rs

sr prsssf )1()1(  , 1r  – r -тый факториальный момент СВ  . 

Если mMν  при некотором целом 1m , то rf  при ,mr 1 . При 

mMν  положим 





k

r

r
r

k zfzFzF
0

)1()()( , 10 f , 10  z , ,mk 0 . 

Для нецелого  , где 1 mm  , 0m  — целое число, обозначим 

0
sin)(

`)1(

)(

)1()(
, 




















m

m

mm
C .   (7) 

 
Теорема 1. Соотношения 

)(n~)( - nLnP   ,  n    ( 8 )  

и 
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











z
LzCzF m

m

1

1
)1((-1)~)( ,

1m][ 
 , 1z .  (9) 

эквивалентны.   

Здесь P - знак вероятности. 

Доказательство теоремы 1 опирается на три леммы. Пусть  1 ,  FF 1 ,  

][][
1

mm FF  ,  rr ff ,1 ,  10,1 f .  

При mM 1  рассмотрим функции 

z

zF

f

f
zF r

r

r

r








1

)(1
)(

,1

1,1

1 , ,mr 1 , 10  z     (10) 

Лемма 1. Пусть mM 1 . Тогда: 

а )  )(1 zFr -  ПФВ при ,mr 1  некоторой целочисленной СВ 01 r ; 

б) 


rm
rM 1  при ,mr 1  и 

r

rk

kr
f

f
f

,1

,1

,1



  , r,mk 1 ,    (11) 

где krf ,1  - k -тый факториальный момент СВ 1r ;  

в ) 







 







ns

r

r

r

r sP
f

f
nP )()(

,1

1,1

1  ,  1n , ,mr 1 .   (12) 

 

Лемма 2. При 1 mm  , 0m — целое число, соотношения (9) и 











 


z

LzC
f

(z)~F m
m

m

m
1

1
)1(

1
1 ,

,1

1


 , 1z    (13) 

эквивалентны.   
 

Лемма 3. При 1 mm  , 0m  — целое число, соотношения (8) и 

L(n)nr
f

n)~P(ν mα-
m

rm

m 







 





 
)(

1

1,1

1 )(
1

 ,  n  ( 1 4 )  

эквивалентны.   
Пусть )(xE  -  ФР на ),0[  . Положим 






0

)(xdExe n
n , 0n , 




0

)()( xdEese sx
, 0s  

и при ne  пусть 

i

n

i

i
n e

i

s
sese 






0

][

!

)(
)()( . 

 

Теорема 2 (Ньюэлс). При 1 nn  ,  0n  — целое число, соотношения 

)(1 xLE(x)~x  , x     (15) 

и 

)/1()1()( ,
1][ sLsC~se n

nn   
 , 0s    (16) 
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эквивалентны.   
Доказательство теоремы 2 опирается на три леммы. 

Пусть )()(1 xExE  , )()(1 sese  , и для некоторого целого 0n  пусть 

 nn ee ,1 .  Рассмотрим функции 




 

x

k

k

k duuE
e

xE

01,

1 ))(1(
1

)( , nk ,1 , 0x , 

где 






0

, )(xdExe k
m

mk , 1m . 

Лемма 4. При ne ,1 , 1n  константы 1,ke   конечны и 

1,1

,1

1,




k

k

k
ek

e
e , nk ,1 ,     (17) 

а  )(1 xEk  -  Ф Р  н а ),0[  .   

 

Лемма 5. При 1 nn  , 1n  — целое число, соотношения (16) и 

)/1(
!

1 ,

,1

1 sLsC
e

n
(s)~e n

n

n

n  



 , 0s    (18) 

эквивалентны.   
 

Лемма 6. При 1 nn  ,  1n  — целое число, соотношения (15)  

)()()(1
1

1

1 tLtkα
n!

e
~tE n)(α

n

k

,n

n  



  , t    (19) 

эквивалентны.   
Доказательство теоремы 1 и лемм 1-3, теоремы 2 и лемм 4-6 приведены в приложениях 

1,2 соответственно. 
 

Приложение 1.  Доказательство леммы 1. Установим а)-в) при 1r . Так как 

(напомним, что 10,1 f  

,
1

)(

1

)(1
lim 1,11

11

1










fM

zdz

zdF

z

zF

z
  

то 

,10,)(
0

,2

00 1,1

1,1

2 







 




zzpz

f

p
zF

s

s
z

k

k

s

s
 

где 0,2 sp  при 0s  и 



0

,22 1)1(
s

spF . Следовательно, )(2 zF  - ПФВ 

некоторой целочисленной СВ 02  . 

Далее, 

 
,10),()1()( 1

2

0

,22  



 zzFzfzF m
m

k

k
k , 

где 
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 
 

  1

1,1

11
2 1

)1(

)(
)(

 



m

m
m z

zf

zF
zF   при 1z  

и, из-за ,1 mM  

1,1,)1()1(
1,1

1,1

,2,2 




 mk
f

f
pksssf

k

ks

sk  . (20) 

Отсюда следует .1
2 mM  

Наконец, рассмотрим функцию 










0

21,121,1

1

1

0

1 ,)()(
1

1
)()(

s

s

k

k

s

s zsPfzFf
z

z
kPzsP   

.10  z  

Следовательно,   0,))( 21,11  ssPfsP  , откуда следует (12) при 1r .   

Докажем а)-в) индукцией по r . Пусть а)-в) верны для )(1 zFk  при .,...,2,1 rk   

Покажем, что а)-в) верны для )(2 zFr ,  приняв случай 1r  за основание индукции. 

Поскольку, по (11), 

r

r

r
f

f
f

,1

1,1

1,1



  , то 

.10,
)1(

)(1
)(

1,1

2 







 z
zf

zF
zF

r

r
r  

Теперь, аналогично случаю 1r  устанавливаем, что: )(2 zFr  - ПФВ некоторой 

целочисленной СВ  


1
22 ,0 rm

rr M , для 2r  верно (12) и 








1,1

1,1

,2

r

kr

kr
f

f
f  при .1,1  rmk     (21) 

Из (21), по индукционному предположению (см.[11]), имеем (11) для 2r .   

 
Доказательство леммы 2. В силу (11), проверяем, что (9) эквивалентно соотношению 

 
.1,

1

11
)1(~)(

1,1

,
1 










 z

z
L

f
CzF m

mm
  

Аналогично, при mr ,2 , с учетом равенства (см.(11)) 









r

k

rkk

r

k

k ffff
1

,11,1,1

1

1, )/( , 

получаем, что (9) эквивалентно соотношениям 

 
,1,

1

11
)1()1(~)(

,1

,
1 










  z

z
L

f
CzzF

r

m
rrmrm




 

откуда при mr  выводим утверждение леммы 2.   
 

Доказательство леммы 3. По теор.1, гл.8, с.322 [2] и (12) имеем: при ,1 mm   

1m соотношения 

mrnnLncnP r
rm ,0,),(~)( )(

11  


  
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эквивалентны при наличии равенств r

r

r

r c
f

f
rc 





1,1

,1

1 )( .  Поэтому, замечая, 

что 


 

 












 


m

r

m

m

r r

r

m rfc
f

fr
cc

1

,11

1 1,1

,1

11 )(
)(




 

и, полагая 11 c ,  завершаем доказательство.   

 
Доказательство теоремы 1.  Пусть верно (8). По лемме 3, верно (14), что по теор.5, гл.8, 

с.503-504 [2] эквивалентно соотношению 

.1,
1

1
)1(

)(...)1(

)1(
~)(1

,1

1 














 

 z
z

Lz
mf

m
zF m

m

m





 

Для вывода (9) осталось использовать равенства 

mCmm ,)(...)1()1(   . 

Те же аргументы и леммы 2-3 позволяют получить (8) из (9).   
 
Приложение 2. Доказательство леммы 4. Имеем 


















0

1
1

1,10

, ),(
)1(

1
)( xdEx

em
xdExe k

m

k

k
m

mk  

1
)(

)1(

1
))(1(

1,1

0

1
1

0

1



















  m

e
xdEx

m
dxxEx

mk

k
m

k
m

. 

Следовательно, 

.1,1,
)1( 1,1

1,1

, 






knm

em

e
e

k

mk

mk    (22) 

Тогда 

nk
ek

e

e

e

e

e
e

k

k

k

k

k

k

k ,1,...
32 1,1

,1

2,2
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1, 
















, 

откуда следует (17). 

Далее, так как 1,ke  и )(xEk  - ФР на ),0[  , то )(1 xEk  - ФР на ),0[  . 

 
Доказательство леммы 5. В силу (22), проверяем, что (16) эквивалентно соотношению 
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e
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  

где 




0

22 )()( xdEese sx
. 

Аналогично, при nk ,2 , с учетом равенства (см.(22)) 

!
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2 1,1
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1
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e
e

k
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i i

i
k

i
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


 

, 

получаем, что (16) эквивалентно соотношениям 
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knkn
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
  

откуда при nk   выводим утверждение леммы 5.   

Доказательство леммы 6. По теор.1, гл.8, с.322 [2] заключаем, что при 1 nn  , 

1n  соотношения 

  nkttLtbE k
kk ,0,,~(t)1 )(

11  



 

эквивалентны при наличии равенств kkk bekb  1,1 )( . Поэтому, замечая, что 


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11
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11,11 ),(
!

)(   

и, полагая 11 b , завершаем доказательство.   

Доказательство теоремы Ньюэлса. Пусть верно (15). По лемме 6, верно (19), что 
эквивалентно 

  .0,/1)(
!

)1~)(1

1

1,1

1 



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
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kn
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Для вывода (16) осталось использовать равенства 

.)(...)1()1( ,nCnn    

Те же аргументы и леммы 5-6 позволяют получить (15) из (16).   
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Abstract. The paper proves two tauberian theorems for the distribution function tails of 

nonnegative discrete and continuous random variables with the assumption of proper variation of 
tails, using the direct method. The first one is attributed to the generating function, the second one 
– to the Laplace- Stieltjes distribution. The second theory was set by K.Newels, using the indirect 
method of addressing to the theorems of convergence to stable law. 
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