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Аннотация. В статье дано новое простое доказательство известной теоремы о правильном 
изменении хвостов двух стационарных распределений времен ожидания в модели GI|G|1|∞ при 
дисциплине FIFO в случае правильного изменения хвоста распределения времени обслуживания. 
Теорема доказана ранее А.А. Боровковым и Дж. Коэном. 

Получен аналог этого результата для стационарных распределений длин очередей и для 
момента первого достижения положительного уровня для лестничной высоты соответствующего 
модели GI|G|1|∞ случайного блуждания. 
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Введение. 
10. Модель GI|G|1|∞. [1, 2]. В одноканальную систему обслуживания с ожиданием в моменты 

 где  поступают одиночные вызовы. Перенумеруем поступающие вызовы в 
порядке поступления числами , обозначим через  время обслуживания -го вызова и 
пусть . 

Далее,  и  образуют независимые последовательности независимых одинаково 
распределенных (НОР) случайных величин (СВ) с функциями распределения (ФР)  и  
соответственно, причем , 

 и , 
где М – знак математического ожидания. 
Вызовы обслуживаются в порядке поступления (дисциплина FIFO) в в момент  прибор 

свободен от вызовов. 
Пусть  - время ожидания начала обслуживания -го вызова, а  –виртуальное 

время ожидания вызова в момент . 
Известно, что в случае  существуют, вообще говоря, различные пределы [2, 3] 

 при  и  при , 
где  - знак слабой сходимости. При этом,  и  где 

Р – знак вероятности, являются собственными ФР, т.е. . Их называют 
стационарными ФР времен ожидания. 

Более того  тогда и только тогда, когда 

 
т.е. в случае модели M|G|1|∞[4]. 
Пусть СВ  независимы и имеют соответственно ФР 

 соответственно, где  
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Помимо известной формулы Линдли [1], 
, 

где равенство означает совпадение ФР обеих частей случайного равенства, существуют 
формулы связи между . Именно, при  

 - (Формула Такача [5]), 
 - (Формула Хука [6]). 

20. Теорема Боровкова-Коэна. Измеримая на  функция называется 
правильно меняющейся при  c показателем , если она представлена в виде 

 
где для любого  

 
В дальнейшем символ  используется для обозначения измеримой функции  типа (2), 

называемой медленно меняющейся. 
Возникает задача выявления условий, при которых «хвосты» и  

стационарных ФР времен ожидания правильно меняющиеся при . 
Задача с помощью факторизационных тождеств решена в [8, 9].  
Теорема. При  и  соотношения 

  
и 

 
эквивалентны. Утверждение справедливо при замене  на  
Здесь  означает . 
Мы приведем новое простое доказательство этой теоремы с помощью формул Линдли, Такача и 

Хука. 
30. Следствия. Пусть в модели G|G|1|∞  и  - длины очередей в моменты 
 и  соответственно. При  существуют, пределы [2, 3] 

 при  и  при , 
где  
По теоремам 21 и 22 (см. [2] с. 207-208) 

и  
где при каждом  величины  независимы. 
С помощью (5) и формулы Литтля в терминах СВ [10] 

  
из теоремы вытекает 
Следствие 1. При  и  соотношения (3) и 

 
эквивалентны. Утверждение справедливо при замене  на . 
Пусть  - последовательность НОР СВ с ФР , , где * - знак 

свертки. 
Дополнительно предположим, что  – неарифметическая ФР и обозначим 

 
В случайном блуждании  рассмотрим лестничные величины (см. [11, 12]) 

 и  
 и  

При  (см.[13]) 

 
и поэтому  и  образуют обрывающиеся процессы восстановления с 

дефектом  
Пусть  где  
Следствие 2. При  и  соотношения (3) и 
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эквивалентны. 
Доказательства содержатся в приложении. 

1. Приложение 
Доказательство теоремы опирается на три леммы. 
Лемма 1. Пусть  и  независимые СВ и . Тогда 

1.  
Здесь  означает  

2. Для  и  справедливо неравенство 

 
Лемма 1 представляет переформулировку утверждения на с.319 (см. [11]).  
Лемма 2. При  

 и  
Доказательство. При  перепишем формулы Линдли и Хука в виде 

 
 С другой стороны, 

P P ,  
а в силу (11), имеем 

P  P , . 
Отсюда следует  

P  P ,  (15) 
и, аналогично, 

 P ,  (16) 
Эквивалентности (15)-(16), будучи подставлены в формулы (14), приводят к первому 

соотношению (13). Лемма 2 доказана. 
Поскольку , то как и при выводе (15), 

 (17) 
и во втором равенстве (5) СВ  можно опустить. 
Теперь, из (5) (без СВ ) и ранее доказанной эквивалентности следуетвторое соотношение (13). 
Лемма 3. Правильное изменение  или  при  влечет асимптотическое 

соотношение 

 
Доказательство. Согласно первой эквивалентности (13) и формуле Такача, справедливо 

асимптотическое равенство 
, (18) 

где неотрицательные СВ  и  независимы. Для независимых СВ  и  следующее 
асимптотическое неравенство всегда имеет место (см.(11)) 

. 
Отсюда и из (18) выводим 

 
Полагая  при  перепишем с учетом (18) неравенство (12)  

 
Если  правильно меняется при , то 

 
где  некоторая медленно меняющаяся функция. Тогда 

 
Поскольку  то 

 
а  можно выбрать настолько малым, что  
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 В то же время, в силу (19), 
 

 
Следовательно, устремляя , из (20) выводим 

 
что вместе с (19) доказывает лемму в данном случае. 
Теперь, выведем последнее неравенство в случае правильного изменения  при . 

Пусть 

 
где  некоторая медленно меняющаяся функция. 
Так как при  является собственной СВ, то  при  и 

 

 
 Здесь принято во внимание, что  
 Следовательно, из (20) имеем 

 
 Устремляя в последнем соотношении , получаем противоположное (19) асимптотическое 

неравенство. 
 Лемма 3 доказано. 
 Докажем теорему (Боровкова-Коэна). 
 Лемма 3 может быть переформулирована: При  и любом  соотношения 

 
и  

 
эквивалентны. Здесь  некоторая медленно меняющаяся функция. 
Отсюда, уже из конкретного вида  и теоремы 1, гл.8, с.322 [11] выводим теорему для  

Доказательство для  завершает лемма 2. 
Сделаем одно замечание. При (тогда ) приходим к 

модели M|G|1|∞. В этом случае при  известна следующая формула (см.[14], гл.1) 

 
Здесь  -кратная свертка  c собой, . Тогда, очевидно, 

 при , 
где последовательность НОР СВ с ФР , целочисленный индекс с геометрическим 

распределением , не зависящий от . 
Лемма 3 в этом конкретном случае следует из результатов работы [15]. 
Доказательство следствия 1. Из (6) и теоремы для  имеем: соотношения (3) и 

 
эквивалентны. Так как 

 
то из (21) следует следствие 1 для . 
 Второе соотношение (13), (21) и равенство  

 
Доказывают следствие й для  
Доказательство следствия 2. При , по формуле (5.3), гл.12, с.462 [11], 
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Введем последовательность НОР СВ  с ФР  Тогда в силу (22), при  

 
Или 

 
где целочисленный индекс  не зависит от  и имеет геометрическое распределение 

. 
Как и при доказательстве теоремы Боровкова-Коэна в случае модели M|G|1|∞ заключаем: 
Пусть  и . Тогда соотношения  

 
и 

 
эквивалентны. 
Из этого утверждения, теоремы Боровкова-Коэна для  и равенства  

 
Вытекает следствие 2. 
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Abstract. The article presents new simple proof of the well-known theory on correct alternation of 

tails of two stationary delay-in-queue distribution in the model GI|G|1|∞ at FIFO subject in case of correct 
alternation of service-time distribution tail. The theory was proved by A.A. Borovkov and J. Cohen. 

The analog of this result was got for queue length stationary distribution and for the moment of the 
first achievement of positive level of ladder height of the relevant model GI|G|1|∞ of random walk. 
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